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学術・技術論文

複数対象物のActive Force Closure

原 　田 　研 　介∗ 金 　子 　　　真∗ 古 　寺 　晃 　二∗ 辻 　　　敏 　夫∗

Active Force Closure for Multiple Objects

Kensuke Harada∗, Makoto Kaneko∗, Koji Furutera∗ and Toshio Tsuji∗

In this paper, we discuss the active force closure (AFC) for multiple objects. We define two kinds of AFCs, i.e.,

the first kind of AFC where the finger can exert an arbitrary acceleration to each one of the multiple objects, and

the second kind of AFC where the finger can exert an arbitrary acceleration to multiple objects without changing

the relative position of each object. We show that the grasped object cannot always be manipulated arbitrarily even

if the first kind of AFC is satisfied. On the other hand, since the second kind of AFC is a stronger condition than

the first kind of AFC, the grasped objects are manipulated just like a single rigid body if the second kind AFC is

satisfied. To show these features of AFCs for multiple objects, some examples are shown.
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1. 緒 言

ロボットハンドとして最も単純なものに，グリッパ型ロボッ
トハンドがある．これは自由度が少なく制御が簡単である反面，
器用さが要求されるような環境には適さない．これに対し，人
の手のように多くの指と関節を備えた多指ロボットハンドはそ

の自由度を巧みに利用して，複雑な作業を実現する可能性を備
えている．現在まで行われている多指ロボットハンドに関する
研究の多くは単一の対象物を取り扱ってきた．それに対して筆
者らは複数対象物の把握に関して研究を行っている [1]～[5]．

ロボットハンドによる対象物の把握に関し，Force Closureの
概念が提案されている．従来の Force Closureの定義では二つ
の物理的解釈が与えられていた．一つは “指関節のトルクを調
節することによって，対象物に任意の加速度，角加速度を作用

させることができる†”概念で，もう一つは “指関節のトルクを
変更することなく機構的に，対象物に加わる外力，外モーメン
トに対抗できる”概念である．前者の概念では，単一の対象物
に対して，ある姿勢において任意の加速度，角加速度を作用さ

せることができるならば，指が特異姿勢にない限り連続的に任
意の加速度，角加速度を作用させることが可能である．つまり，
単一対象物を任意に操ることに対する必要十分条件となる．こ
れに対し，後者の概念は対象物の操りと必ずしもリンクしない．
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†加速度，角加速度ではなく，合力，合モーメントに関して定義される
場合もある．

例えばパワーグラスプのように対象物と指との間に多点接触が

許される場合，機構的に外力，外モーメントにバランスする力，
モーメントを生成することができる．ところがパワーグラスプ
の場合 Force Closureだからといって必ずしも任意の操りがで
きるわけではない．これに対して，吉川 [6]は Force Closureの

再定義を行い，Active Force Closure（AFC）と Passive Force

Closure（PFC）への分類を行った．このうち，AFCは前者の
概念に対応し，PFCは後者の概念に対応する．
単一対象物の AFCを複数対象物に拡張することを考える．

このとき，Fig. 1 (a)，(b)に示すように二つの拡張されたAFC

の形態が考えられる．一つは，複数対象物のうちの任意の一つ
の対象物に着目し，その対象物に任意の加速度，角加速度を作
用させることを前提とした AFCであり，ここでは第 1種AFC

と呼ぶことにする（Fig. 1 (a)）．ただし複数対象物では，指があ
る一つの対象物に任意の方向に加速度を作用させることができ
たとしても，他の対象物は最初の対象物により加速度の方向が
拘束される．このとき，ある瞬間において任意の加速度を作用

させたとしても，次の瞬間把握系が崩壊してしまい，任意の加
速度を作用できない場合があると考えられる（Fig. 1 (c)）．つ
まり第 1種AFCでは，“任意の対象物に任意の加速度，角加速
度を作用させること”を前提としているが，これは “任意の対

象物を任意に操ること”を意味しているわけではない点に注意
されたい．これに対して，もう一つの AFCは，複数対象物を
全体で単一の剛体の対象物であるようにみなして，これら全体
に任意の加速度を作用させることに関する AFCであり，ここ

では第 2種AFCと呼ぶことにする（Fig. 1 (b)）．第 2種 AFC

は第 1種 AFCよりも強い条件である．第 2種 AFCが実現さ
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Fig. 1 Some issues discussed in the paper

れた場合，複数対象物を一つの剛体と同様にみなせるため，任
意の操りが可能となる．
複数の対象物を同時に操ることを考える．この場合，対象物

同士の接触点における接触力の従属性を考慮しなければならな

い．Fig. 1 (d)に示されるように，指が対象物に対して接触力
（f1，f2）を発生している場合を考える．指先では任意の接触
力が発生できたとしても，対象物同士の接触点における接触力
（f0）は従属的にしか決まらない．よって，複数対象物の AFC

を構成する場合，対象物同士の接触点における接触力の従属性
を考慮にいれることが必要となる．
本研究では，以上のことを考慮して複数対象物の AFCにつ

いて考察する．まず，把握系のモデル化を行う．さらに対象物

重心に加わる力と接触力の関係式を導き，接触力の従属性の
関係を明らかにする．そして複数対象物の AFCとして，第 1

種 AFCと第 2種 AFCを新規に定義し，数値例によりこれら
AFCの特徴について考察する．

2. 関 連 研 究

複数対象物の把握に関する研究：

Dauchezら [7]，Kosugeら [8]は複数アームのそれぞれに単
一対象物を把握させて，組み付ける問題を取り扱っている．相
山ら [9] [10]，余ら [11]は，複数の箱型の対象物を 2本指で把握
するための接触力の導出法について議論している．また，組み

立て作業の分野においては，Mattikalliら [12]が複数の物体の
安定な配置決定法について論じているが，いずれの研究も対象

†本論文では指先把握を仮定している．ただし，包み込み把握において
も，例えばテーブルに置かれた複数対象物に対して包み込み把握を実
現させる場合 [1]～[3]，対象物は指先リンク上を転がり上がることに
なる．このような場合は指先把握と等価となり，本論文での解析が適
用できる．

物の転がりや滑りといった，ハンド内での対象物の運動学的自

由度がない場合に限定されている．これに対し，筆者らは転が
り接触まで許して複数対象物を把握する場合，指先把握よりも
包み込み把握の方が有利であることに着目し，把握系の運動学
および重力場におかれた複数対象物のすくい上げについて考察

してきた [1]～[3]．また，複数対象物が転がりを利用して平衡
が崩れても別の平衡点に移動する平衡把握のメカニズムの解明
を行った [4]．また，複数対象物を操るためのアルゴリズムの構
築を行った [5]．

Force Closureに関する研究：

Force Closureは機構学の分野においてReuleaux [13]によっ
て導入された概念であり，Ohwovoriole [14]によってロボティ

クスの分野に導入され，Salisburyら [15]によって把握する対
象物が外力，外モーメントに対抗する概念としてロボットハン
ドの分野に導入された．Mishraら [16]やNguyen [17]はロボッ
トハンドによる Force Closureの構成法に関して議論した．特

に Nguyenのアプローチは後に多くの研究者 [18]～[22]によっ
て拡張がなされた．Kerrら [23]，中村ら [24]，Ferrariら [25]，
Liuら [26]は Force Closureが実現されている状態での最適把
握に関して議論した．以上のように単一対象物の Force Closure

に関して多くの研究がなされている．これらをまとめる意味
で，Force Closureに関する解説が中村 [27]によって行われて
おり，また Latombe [28]や Murrayら [29]の著書によっても
解説されている．Force Closureを含むロボットハンドの初期

の研究の概要が文献 [30] [31]に，また Force Closureに関する
近年までの研究の概要が文献 [22] [32]において紹介されている．
ただし，近年 Force Closureの定義に混乱が生じていることが
指摘された [33]．このため，吉川 [6]は従来の Force Closureを

AFC（能動拘束）と PFC（力受動拘束）に分類した．この混
乱は従来の Force Closureの定式化では指関節の影響を考慮に
入れていなかったことが問題であったが，Bicchi [32]は指関節
の影響を考慮に入れた AFCの定式化を行った．一方，PFCは

パワーグラスプの概念に対応するが，パワーグラスプに関して
近年様々な研究がなされている [34]～[37]．ただし，以上の研
究はいずれも単一対象物に対するもので，複数対象物への拡張
は行われていない．

3. モ デ ル 化

3. 1 対象物の運動拘束 [5]

Fig. 2 は，m 対象物系を n 本指で把握する場合をモデル化
したものであり，第 j 指が指先リンクで第 i 対象物と転がり接

触し，第 i 対象物が第 l 対象物と転がり接触している場合を表
している†．ΣR は基準座標系を表し，ΣBi (i = 1, · · · , m)は第
i 対象物の重心に固定された座標系，ΣF j (j = 1, · · · , n) は第
j 指の指先リンクに固定された座標系を表す．pBi,RBi は基

準座標系から見た ΣBi の位置ベクトル，ならびに姿勢を表す
回転行列であり，同様に pF j ,RF j は基準座標系から見た ΣF j

の位置ベクトル，ならびに姿勢を表す回転行列である．BipCij

は ΣBi から見た第 i 対象物と第 j 指との接触点の位置ベクト

ルであり，同様な接点を ΣF j で表したベクトルが F jpCij であ
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る．また，BipCOt (t = 1, · · · , r) は ΣBi から見た第 i 対象物

と第 l 対象物の接触点の位置ベクトルであり，r は対象物同士
の接触点数を表す．第 j 指は sj 個の関節を持つ．これは，接
触点において任意の接触力を発生するのに十分な関節数である
とする (sj ≥ 3)．

接触点において転がり接触を仮定することにより，第 i 対象
物と第 j 指の指先リンクの速度，角速度の関係，ならびに，第
i 対象物と第 l 対象物の速度，角速度の関係は以下のように表
すことができる．

DBij

[
ṗBi

!Bi

]
=DF ij

[
ṗF j

!F j

]
（1）

DOit

[
ṗBi

!Bi

]
=DOlt

[
ṗBl

!Bl

]
（2）

DBij = [I3 − (RBi
Bi
pCij×)] ∈ R3×6

DF ij = [I3 − (RF j
F i
pCij×)] ∈ R3×6

DOit = [I3 − (RBi
Bi
pCOt×)] ∈ R3×6

ここで，I3 は 3× 3 単位行列で，(RBi
BipCij×)，

(RF j
F ipCij×)，(RBi

BipCOt×)はそれぞれ外積と等価な歪対
称行列である．また，!Bi，!F j は座標系 ΣBi，ΣF j の ΣR

に関する角速度ベクトルである．式（1），式（2）をそれぞれ

j = 1, · · · , n，t = 1, · · · , r についてまとめることにより，以下
のような式が得られる．

DC ṗCF =DBṗB （3）

ここで，

ṗCF = [ṗT
CF1 · · · ṗT

CF n]
T ∈ R3n

ṗCF j =DF j [ṗ
T
F j !

T
F j ]

T ∈ R3

ṗB = [ṗT
B1 !

T
B1 · · · ṗT

Bm !
T
Bm]T ∈ R6m

DC = [I3n 0]
T ∈ R(3n+3r)×3n

DB = [DT
CB D

T
O]T ∈ R(3n+3r)×6m

であり，DCB ∈ R3n×6m は，構成する行列のうち第 j

(j = 1, · · · , n) 行に着目すると，(j, i) 行列要素が DBij でそれ

以外が 0 により構成される行列である．また，DO ∈ R3r×6m

は，構成する行列のうち第 t (t = 1, · · · , r) 行に着目すると，
i < l の場合，(t, i) 行列要素が DOit で (t, l) 行列要素が
−DOlt で構成され，その他の要素が 0 である行列である．ま

た，ṗCF は基準座標系から見た指と対象物との接触点の速度
を表すベクトルである．式（3）において，行列 DB は pB 以
外にも BipC11,

F ipC11, · · · , BipCOr の関数である．

3. 2 静力学

対象物にロボット指から加わる接触力と対象物重心に加わる
力との関係式は，式（3）と双対な関係として次式のように導
出される [4] [5]．

fB =D
T
BfC （4）

Fig. 2 Model of the system

ここで，

fB = [fT
B1 n

T
B1 · · · fT

Bm n
T
Bm]T ∈ R6m

fC = [fT
CB f

T
O]T ∈ R3n+3r

fCB = [fT
C11 · · ·fT

Cmn]
T

fO = [fT
CO1 · · · fT

COr]
T

であり，fBi nBi (i = 1, · · · , m) は第 i 対象物重心に働く力
とモーメントを表し，fCij (i = 1, · · · , m, j = 1, · · · , n) は
第 j 指の指先リンクが第 i 対象物に加える力を表す．また，

fCOt (t = 1, · · · , r) は対象物間の接触力ベクトルであり，第 i

対象物と第 l 対象物間の接触では，i < l のとき第 l 対象物が
第 i 対象物に加える力と定義する．
各接触点における摩擦円錐を多面錘で近似する．底面を h 角

形とする．対象物内部を向く各稜線に沿った単位べクトルは，
指と対象物の接触点では vjk (j = 1, · · · , n, k = 1, · · · , h)，対
象物同士の接触点では vOtk (t = 1, · · · , r, k = 1, · · · , h) と定
義される．この表現法により，各接触点における接触力は次の

ように表される．

fCij =

h∑
k=1

vjkλjk, λjk ≥ 0 （5）

fCOt =

h∑
k=1

vOtkλOtk, λOtk ≥ 0 （6）

これをすべての接触点についてまとめて次のように表す．

fC = V �, � ≥ 0 （7）

V =




V 1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 V 2 · · · 0 0 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 V n 0 · · · 0

0 0 0 V O1 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · V Or
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V j = [vj1,vj2 · · ·vjh], j = 1, · · · , n
V Ot = [vOt1,vOt2 · · ·vOth], t = 1, · · · , r
� = [λ11 · · ·λ1hλ21 · · ·λnhλO11 · · ·λOrh]

3. 3 接触力の従属性

1章において，複数対象物を把握する場合，接触力に従属性

が存在することを述べた．本章ではこの従属関係を明確にする
ことを考える．まず，対象物の運動方程式は次式によって与え
られる．

MBp̈B + hB =D
T
CBfCB +D

T
OfO （8）

ここで，MB = diag[mB1I3 HB1 · · ·mBmI3 HBm]，mBi，
HBi，hB はそれぞれ，慣性行列，第 i 対象物の質量，第 i 対

象物の慣性テンソル，遠心力ならびにコリオリ力に関する項を
表す．式（3）より，対象物同士の接触に関する拘束を表す式が
以下のように導かれる．

DOṗB = 0 （9）

式（8）と式（9）の時間微分を連立させることにより，対象物
同士の接触点における接触力が，対象物と指の間の接触点にお
ける接触力を用いて以下のように与えられる．

DOM
−1
B D

T
CBfCB +DOM

−1
B D

T
OfO

=DOM
−1
B hB − ḊOṗB （10）

式（10）は接触力の依存性を表している．つまり，fO は fCB

に依存して決定されることになる．ここで，fO が fCB によ

り一意に決定されるための条件を考える．もし，式（10）にお
いて DOM

−1
B DT

O が正則であれば，fO は以下のとおりに一
意に決定される．

fO = (DOM
−1
B D

T
O)−1(−DOM

−1
B D

T
CBfCB

+DOM
−1
B hB − ḊOṗB) （11）

DO ∈ R3r×6m であり，また MB は常に正則であるため，
DOM

−1
B DT

O の正則性は次の条件と等価となる．

rankDO = 3r （12）

この条件が満足されない場合，与えられた接触力により発生す
る合力は一意に決まらず，行列 DOM

−1
B DT

O は零空間を持つ．
このような場合を除くため，上の条件は本論文における前提条
件となる．また，DO がフルランクである場合，この条件は

3r ≤ 6m と等価となる．
式（10），あるいは等価な式である式（11）により，接触力

間の従属関係が明確になった．つまり，接触力 fC は次の式を
満足しなければならない．

AfC = b （13）

こ こ で ，A = [DOM
−1
B DT

CB DOM
−1
B DT

O]，b =

DOM
−1
B hB −ḊOṗB である．この式は単一対象物の場合

と異なり，複数対象物を操る場合に考慮しなければならない式

である．

4. AFCの定式化

複数対象物の把握に対して AFCを定式化することを考える．
単一対象物の AFCは対象物の重心に任意の加速度，角加速度
を作用させることができることに対応する概念である．本論文
では複数対象物の AFCを以下のように定義する．

複数対象物のAFC： 複数対象物の把握系の着目点に任意の加
速度，角加速度を作用させることができる．

次に，具体的に 2種類の AFCを定義する．単一対象物の拡張

として複数の対象物を操ることを考える．このとき，任意の一
つに着目し，その対象物を任意に操る場合と，複数対象物を全
体で一つの剛体の対象物であるようにみなして，これら全体を
一度に操る場合とが考えられる．これらに対応して，第 1 種

AFC，第 2種 AFCを定義する．

第 1種AFC： 任意の一つの対象物に着目する．この対象物が

任意の方向に加速度，角加速度を発生可能であり，これがすべ
ての対象物について満足されるとき，第 1種AFCとなる．

第 2種AFC： 対象物同士の相対位置を変化させることなく，
複数対象物系の質量中心に任意の加速度，角加速度を発生可能
なとき，第 2種AFCとなる．

複数の対象物を同時に把握する場合，ある対象物の重心に任意
の加速度，角加速度を発生可能であるとしても，その対象物を

任意に操ることができるとは限らない．そこで第 1種 AFCに
より，任意の対象物に加えられる加速度，角加速度を調べられ
ると同時に，対象物に任意の加速度を発生することと任意の操
りを行うことの関係を調べることが可能となる．また，第 1種

AFCは第 2種AFCよりも緩い条件であり，第 2種AFCより
も少ない指数で実現可能である．よって，多くの対象物を少な
い本数の指で扱う場合に有効になる把握形態である．一方，第
2種 AFCは対象物系が一体となってあたかも単一の剛体のよ

うに運動する場合に相当するため，単一対象物と同様な操りが
できるかどうかを調べるための概念となる．この場合，任意の
加速度を発生することと任意の操りとは等価となると考えられ
る．以下，AFCの定式化を行う．

第 1種 AFC : ṗB = 0 が満足される，つまり対象物が静止

している状態を考える．このとき，式（8）において hB = 0，
式（13）において b = 0 が満足される．第 i 対象物の重心に
着目して，指が加える接触力によって重心に働く加速度を考え
る．式（4）に式（8）を代入することにより，次式が得られる．

MBp̈B = fB （14）

式（14）から第 i 対象物に関する式を取り出して，次式を得る．

MBi

[
p̈Bi

!̇Bi

]
=

[
fBi

nBi

]
（15）

ここで，MBi = diag[mBiI3 HBi] である．第 i 対象物重心
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にかかる合力・合モーメントは次のように表される．
[
fBi

nBi

]
=D

T
BifC （16）

ここで，DT
Bi は DT

B の第 6i + 1 行から第 6i + 6 行を抜き出
して作った行列である．式（16）に式（15）を代入し，また式
（7），式（13）を用いることにより，以下のような線形計画問
題を考える．

Minimize z = a
T
�, a = [1 · · · 1]T

Subject to
MBi

[
p̈Bi

!̇Bi

]
=D

T
BiV �

AV � = 0 （17）

� ≥ 0

上の問題に対し，[p̈T
Bi !̇

T
Bi]

T として，一つの成分に ±1，他
に 0 を代入することで 12 通り（二次元の場合，6 通り）の
[p̈T

Bi !̇
T
Bi]

T が考えられる．これら 12個の [p̈T
Bi !̇

T
Bi]

T に対応

した，12個の線形計画問題がすべて解をもつ場合，第 i 番目の
対象物は任意の加速度，角加速度が発生可能である [24]．これ
がすべての対象物についても可能である場合，第 1種 AFCを
満足する．

第 2種AFC：対象物が静止している状態を考える．このとき，

指が加える接触力によって，対象物系の質量中心に働く加速度
を考える．対象物系の質量中心の加速度，角加速度と個々の対
象物の加速度，角加速度の間には以下のような関係が成立する．

p̈B =DG

[
p̈G

!̇G

]
（18）

ここで，p̈G，!̇G はそれぞれ対象物系の質量中心の加速度，角
加速度であり，また

DG =[
I3 0 · · · I3 0

((pB1 − pG)×) I3 · · · ((pBm − pG)×) I3

]T

である．式（7），式（13），式（14），式（18）を考慮すること
により，次のような線形計画問題を考えることができる．

Minimize z = a
T
�, a = [1 · · · 1]T

Subject to MBDG

[
p̈G

!̇G

]
=D

T
BV �

AV � = 0 （19）

� ≥ 0

上の問題に対し，[p̈T
G !̇T

G]T として，一つの成分に ±1，他に 0

を代入することで 12通り（二次元の場合，6通り）の [p̈T
G !̇T

G]T

が考えられる．これら 12個の [p̈T
G !̇T

G]T に対応した，12個の
線形計画問題がすべて解をもつ場合，系の質量中心は任意の加
速度，角加速度が発生可能であり，第 2種 AFCを満足するこ

とになる．

この第 2種 AFCの定式化では，対象物系の質量中心が望み

の加速度，角加速度を発生するために必要な各対象物の加速度，
角加速度が計算され，それらが各対象物に割り当てられる．こ
の割り当てられた加速度により，対象物同士は相対的に運動す
ることなく，あたかも一つの剛体のように運動することになる．

ここで，対象物間の相対運動を考慮した AFCを考えることも
できる．この定式化を付録に示す．本章で示した定式化では，
簡単のため重力の影響や速度の影響を無視しているが，付録で
はこれらも考慮に入れている．なお，本論文で提案する第 1種

AFC，第 2種AFCは単一対象物に適用した場合同一のものと
なり，単一対象物に従来から提案されている AFCを重心の加
速度，角加速度に関して定義した場合と等価となる．また，定
式化において接触力が多面錐近似された摩擦円錐内に入ること

を調べた．中村ら [24]は単一対象物に対して，摩擦円錐を多面
錐近似しない厳密な AFCの定式化を行った．本論文で提案す
る手法に中村らの厳密な手法を適用することは可能であるが，
線形計画を用いることができる簡便性から，近似的な手法を用

いた．

5. 例 題

数値例として，Fig. 3に示す 3種類の 3対象物の把握系に対
して，AFCを調べた．数値例は二次元で行い，対象物はすべ

て単位質量，単位半径の円形である．また，摩擦角は π/4 と
した．
まず第 1種 AFCを調べた．case1では，中央の第 2対象物

は下向き方向の加速度が発生できない．つまり，線形計画問題

（式（17））でこの加速度方向に対する解が存在しない．した
がって第 2対象物に対して任意の加速度，角加速度を発生でき
ないため，第 1種 AFCでなない．次に，case2に対して考え
る．まず第 2対象物に着目して，線形計画問題を解くことによ

り得られた解を Fig. 4 に示す．二次元の場合線形独立な加速
度，角加速度は三つあり，その逆向きを含めると計六つの線形
計画問題を解くことになる．しかし，左右上下対称であるため，
線形独立な三つの加速度，角加速度について解を示した．実線

で表される加速度，角加速度を与え，そのとき得られた接触力
を点線で示す．結果より第 2対象物には任意の加速度，角加速
度を発生することができる．次に第 1対象物に着目し，得られ
た解を Fig. 5に示す．この場合についても同様で，第 1対象物

は任意の加速度，角加速度を発生可能である．また，第 3対象
物は第 1対象物と同様である．したがって case2は第 1種AFC

である．
以上の結果より考察を行う．まず，case2の把握形態で一つ

の対象物に着目し，その対象物を操ることを考える．ある一つ
の対象物に任意の加速度，角加速度を与えたとしても，他の対
象物は最初の対象物により加速度の方向が拘束される．つまり，
case2の把握形態はある対象物に加速度，角加速度を加えた瞬

間に case1となり，任意の加速度，角加速度を加えることがで
きなくなる．つまり，case2の把握形態は第 1種AFCを満足す
るが，対象物の操りは不可能である．ただし，第 1種 AFCを
満足する把握形態では任意の対象物に着目し，その対象物をあ

る定められた方向に動かすことが可能である．よって，第 1種
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Fig. 3 Three-object grasps used in numerical example

Fig. 4 Numerical solutions (for the 2nd object)

AFCは，ハンドと対象物間，あるいは対象物同士で接触を保ち

つつ対象物を操るのではなく，注目する対象物を望みの方向に
動かしたい場合に有効な把握形態である．また，case1，case2

は共に 3対象物を 2本指で把握する形態であるが，対象物の配
置によって異なった結果が得られている．この場合，case2の

把握形態が特異な把握形態で，このように横一線に対象物を配

Fig. 5 Numerical solutions (for the 1st object)

置した場合のみ第 1種 AFCを満足する．4対象物の 2本指に
よる把握でも同様な結果が得られている．
次に，第 2種 AFCを調べた．第 1種 AFCに関する考察よ

り case2の把握形態の対象物すべてに同じ方向に加速度，角加
速度を加えるのは不可能である．よって，case2は第 2種AFC

を満足しない．case3を考える．case3に対して線形計画問題
（式（19））を解くことにより得られた解を Fig. 6 に示す．つ

まり，case3の把握形態は第 2種 AFCを満足し，対象物同士
の相対位置を変更することなく，対象物系の質量中心に任意の
加速度，角加速度を加えることが可能である．よって，この把
握系は見かけ上単一対象物と同様に操ることが可能である．

6. 結 言

本研究では，複数対象物の AFCについて考察を行った．対
象物重心に加わる力と接触力の関係式を導き，接触力の従属性
の関係を明らかにした．そして複数対象物の AFCとして，あ

る一つの対象物を望みどおり操る場合と，対象物系の質量中心
を望みどおりに操る場合について，それぞれ第 1種 AFCと第
2種 AFCを新規に定義し，数値例を行った．数値例において，
複数の対象物を同時に把握するとき，対象物に任意の加速度，

角加速度を作用させることができることは，対象物を任意に操
ることができることとは必ずしも一対一に対応しないことを示
した．
本論文では AFCの判定を数値的に行った．この判定を解析

的に行うことは今後の課題として考えられる．また，包み込み
把握による AFCや，任意の外力に対抗できる概念である PFC

の構成を行うことも今後の課題である．さらに，複数対象物の
転がり接触による操りの具体的アプリケーションに関しても，

今後の課題である．

日本ロボット学会誌 17巻 8号 —111— 1999年 11月



1164 原 　田 　研 　介 金 　子 　　　真 古 　寺 　晃 　二 辻 　　　敏 　夫

Fig. 6 Numerical solutions (2nd kind of AFC for case 3)
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付録A. 相対運動を考慮したAFC

付録では，対象物同士の相対運動の影響を考慮した AFCの
定式化を行う．なお，本章では重力や速度の影響も考慮して定
式化を行う．複数対象物を相対運動を考慮して操ることが可能
となるためには，対象物が静止摩擦条件を満足しつつ，拘束下

で任意の加速度が発生できればよい．まず，式（8）と文献 [5]

の式（6）を連立させることにより，次式が得られる．

MBB�̈ =D
T
BfC − ĥB （20）

ここで，ĥB = hB +MBḂ�̇ であり，� ∈ RIm は対象物の運
動自由度 [5]を表す変数である．例えば，二次元平面内で運動

する 2対象物の運動自由度の物理的解釈を Fig. 7 に示す．図
に示されているとおり，2対象物を一体とみなしたときの並進
と回転の 3自由度，ならびに 2対象物の相対位置関係を変更す
ることなく回転をする 1自由度の合計 4自由度を有する [5]．な

お，hB には遠心，コリオリのような速度に関係する項の他に
重力項も含めるとする．4章の定式化では式（8）の hB や式
（13）の b の，速度や重力に関する項は省略した．4章の定式
化でこれらを考慮すると，仮定した方向すべての加速度に対し

て線形計画問題が解を持つ場合でも，任意の方向に加速度を発
生できるとは限らなくなる．これに対して，付録の定式化では，
速度や重力の影響を考慮する．次に，式（13）に示すように接
触力は従属性を持つため，独立な成分のみを抽出する．V と �

をそれぞれ V = [V 1 V 2]，� = [�T
1 �T

2 ]T のように分割する．
ここで，AV 1 は正則であるとする．rankDO = 3r の条件が
満足される場合，Aは行フルランクとなるため，常に AV 1 を
正則とするような分割を行うことが可能である．このとき，式

（13）は以下のように書き直される．

�1 = −(AV 1)
−1(AV 2�2 − b) （21）

式（20）に式（21）を代入することで，以下のような線形計画
問題を考えることができる．

Maximize z = min[�T
1 �̂

T

1 ]T

Subject to
MBB

¨̂
� = F�2 （22）

�2 ≥ 0

ここで，

MBB
¨̂
� =MBB�̈ −D

T
BV 1(AV 1)

−1
b− ĥB

�̂1 = �1 − (AV 1)
−1
b

= −(AV 1)
−1
AV 2�2

F =D
T
BV 2 −D

T
BV 1(AV 1)

−1
AV 2

である．また，�1 には �1 ≥ 0 のような制限がないため，�1

は目的関数でその最小値をなるべく大きくするようにした．ま
た，式（22）では変数変換を行い，�̈ ではなく，hB や b の影

響を含めた ¨̂
� を考えている．

Fig. 7 Four motion degrees of freedom[5]

e1,e2, · · · ,eIm ∈ RIm を Im 個の線形独立なベクトルとす
る．また，

�1 = �1+1, · · · ,�1+Im ,�1−1, · · · ,�1−Im

�̂1 = �̂1+1, · · · , �̂1+Im , �̂1−1, · · · , �̂1−Im

�2 = �2+1, · · · ,�2+Im ,�2−1, · · · ,�2−Im

をそれぞれ，¨̂
� = e1, · · · ,eIm ,−e1, · · · ,−eIm とおいた場合の

線形計画問題（22）の解とする．このとき，以下の条件を導出

できる．

[条件]

複数対象物が任意の �̈ を発生できるための十分条件は，線

形計画問題（22）が 2Im 個の
¨̂
� = ±ek, に対してすべて解

をもち，�1±k ≥ 0 がすべての �1±k に対して成立し，また
�̂1+k + �̂1−k > 0 が最低一つの �̂1+k, �̂1−k の組に対して成
立することである．ここで，k = 1, · · · , Im である．

[証明]

線形計画問題（22）が ¨̂
� = ±ek, (k = 1, · · · , Im) に対してそ

れぞれ解をもつとする．このとき，次の 2Im 個の式が成立する．

MBBe1 = F�2+1

MBBe2 = F�2+2

...

−MBBeIm = F�2−Im

非負のスカラ ρ+1, · · · , ρ+Im , ρ−1, · · · , ρ−Im , を導入すること
により，任意の ¨̂

� は以下のように表すことができる．

¨̂
� = (ρ+1 − ρ−1)e1 + · · ·+ (ρ+Im − ρ−Im)eIm . （23）

式（23）の ¨̂
� に対応した �2 の解は以下のとおりである．

�2 = ρ+1�2+1 + · · ·+ ρ+Im�2+Im

+ρ−1�2−1 + · · ·+ ρ−Im�2−Im ≥ 0 （24）

上式により，任意の ¨̂
� に対して �2 ≥ 0であることが証明され

たが，さらに �1 ≥ 0 を証明しなければならない．式（21）よ
り次式が得られる．

�1+1 = −(AV 1)
−1(AV 2�2+1 − b)
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�1+2 = −(AV 1)
−1(AV 2�2+2 − b) （25）

...

�1−Im = −(AV 1)
−1(AV 2�2−Im − b)

式（25）のすべての式に非負のスカラをかけ，加え合わせるこ
とで，次式が得られる．

ρ+1�̂1+1 + · · ·+ ρ−Im �̂1−Im + (AV 1)
−1
b =

−(AV 1)
−1{AV 2(ρ+1�2+1 + · · ·+ ρ−Im�2−Im)− b}

（26）

�1 をあらわす式（26）の左辺にはまだ bが残っているため，必
ずしも �1 ≥ 0となるとは限らない．ただし，�̂1+k と �̂1−k は

それぞれ反対向きの加速度に対応しているため，�̂1+k + �̂1−k

方向に �1 を変化させても加速度には影響を及ぼさない．つま
り，任意の αに対して ρ+k = ρ̂+k +α，ρ−k = ρ̂−k +αとおい
ても ¨̂

� に αの影響は反映されない．よって，�̂1+k + �̂1−k > 0

が成立しているならば，α を十分大きくとることで，常に
�1 = ρ+1�̂1+1 + · · ·+ ρ−Im �̂1−Im + (AV 1)

−1b ≥ 0 とする

ことができる．よって，ここに �1 ≥ 0 と �2 ≥ 0 が任意の ¨̂
�

に対して示された．MBB はその構成より常に列フルランク
であるため，¨̂

� の任意性は �̈ の任意性と等価である． 証明終

条件に対して考察を行う．速度や重力の影響が無視できる場合，
b = 0 が成立するため �1 = �̂1 となる．このとき，�1±k ≥ 0

の条件が満足される場合は，�̂1+k + �̂1−k > 0 の条件は自動
的に満足される．よって，少なくとも b の値が小さい場合は

�̂1+k + �̂1−k > 0 の条件は満足される．また，式（22）では
�̂1+k + �̂1−k > 0 を満足させるため，目的関数に �̂1 の最小値
を大きくする作用を加えている．また，�̂1 の物理的意味に関
しては，速度や重力が存在しない条件下での �1 に対して速度

や重力の影響を考慮したものと考えられる．次に，線形計画問
題（22）を実際に解くことを考える．この線形計画問題は �̂1

を大きくする意味を持つため，�̂1 がいくらでも大きな値をと
り得る場合は，問題の解が存在しないことになる．これを避け

るため，適当な zmax を選び，z ≤ zmax のような制約を付け
加える必要が生じる．
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